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Introduction 

Soil T un feuilletage orientable de dimension n et classe sur une d’une 
variete differentiable compacte M, munie d’une mesure transverse invariante 
/r. On appellera dans ce papier le triplet (M, T^ /r) un feuilletage mesure. En 
integrant les p-formes differentielles de M sur les feuilles puis relativement a la 
mesure transverse on definit un courant ferme : Q'^{M) —> K appele courant 
de Ruelle-Sullivan |22. Sa classe d’homologie [C^] G est souvent 

interpretee comme la classe fondamentale du feuilletage mesure On 

definit la caracteristique d’Euler de par 

xiM,E,^,) = {eiTE),[C^]) 

oil e{TT) est la classe d’Euler du n-fibre tangent au feuilletage TtF ^ M. Dans 
ce papier on fait le lien entre la caracteristique d’Euler et les sections du fibre 
tangent TT, et retrouvons dans ce cadre des versions des resultats classiques 
bien connus pour les varietes compactes. Le contexte ou nos resultats sont 
valables est en fait bien plus large que celui des feuilletages des varietes com¬ 
pactes, et contient celui des laminations (I’espace ambiant n’est plus un variete) 
et des feuilletages mesurables (la regularite transverse est supposee seulement 
mesurable). Par souci de clarte nous avons voulu nous restreindre dans ce pa¬ 
pier au cas plus simple des feuilletages des varietes compactes. Tous les objets 
seront done topologiques, a I’exception des champs de vecteurs et les metriques 
de Riemann, qui seront supposes continus le long des feuilles mais seulement 
mesurables transversalement. De tels objets seront souvent appeles de classe 
MC^ pour mesurable et continu de classe (7°. L’interet de considerer des objets 
dans cette categorie est illustre par les equivalences enoncees dans les theoremes 
B et C, en particulier le second. Ils ne sont pas vrais si Ton considere des champs 
transversalement continus ! 

Nous demontrons dans ce travail une serie de theoremes qui clarifient la 
signification geometrique et ergodique de la caracteristique d’Euler, en reliant 
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celle-ci a I’existence de champs tangents sans zero de classe MC^ sur le feuil- 
letage. On commence par une version feuilletee du theoreme bien connu de 
Poincare-Hopf: 

Theoreme A. Soit x un champ tangent aT de classe MC^ et soit Ox I’ensemble 
des zeros de x. Si la trace de Ox sur pL-presque toute feuille est discrete dans 
cette feuille, i.e. siO^ est une transversale mesurable de {M,tF,p), alors I’indice 
local indx{x) est defini pour p-presque tout x S Ox- Si la fonction mesurable a 
valeurs entieres indy^ est dans L^(Oy,p) alors on a: 

x{M,J^,p)= / indy{x)dp{x). 

Jo^ 

II avait deja ete remarque par Connes dans [ 7 ] que ce resultat etait vrai 
pour un champ transversalement continu et transverse a la section nulle de 
TT. Ce fait est facile a prouver et decoule automatiquement de la construc¬ 
tion topologique de la classe e{T!F). L’idee est de voir la fonction indice indy 
comme un n-cocycle cellulaire de M, puis de montrer que sa classe de coho- 
mologie ne depend pas du champ choisi. On definit ainsi un element de H^{M) 
qui s’avere etre e{TJ-) pour des raisons de naturalite. Ce raisonnement ne 
s’applique evidemment pas au cas des champs transversalement mesurables. Ils 
ne definissent pas une classe dans mais un element dans un groupe de 

cohomologie simplicial mesurable similaire a ceux utilises dans EOl. Celui-ci ne 
depend pas de la topologie de M mais seulement de celle des feuilles, et puis 
aussi de la dynamique mesurable transverse du feuilletage. Le theoreme A ne 
se ramene done pas a [ 7 ]. 

On developpera id les outils de base necessaires pour expliciter I’information 
geometrique et ergodique contenue dans ces groupes de cohomologie mesurable, 
et preciser la relation qui existe entre cette cohomologie et la cohomologie clas- 
sique de M ou Ton situe habituellement les invariants qui nous interessent. 

Theoreme B. Soit {M,tF,p) un feuilletage mesure ergodique. Alors les deux 
conditions suivantes sont equivalentes: 

1- xiM,T,p) = 0 . 

2. Pour tout e > 0 il existe un champ tangent x de classe MC^ et d singu- 
larites non degenerees tel que p(Oy) < e. 

Rappelons qu’un feuilletage mesure (M, iF, p) est dit moyennable s’il existe 
une famille de fonctionnelles continues (dites moyennes) : L°°{Lx) K. 
{x € M) verihant les conditions suivantes: 

1- ruxif) > 0 si / > 0; 

2 . m^il) = 1 ; 

3. nix = my si X et y appartiennent a la meme feuille; 
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4. Pour toute fonction mesurable bornee / : M ^ K la fonction m(/) : M 
R definie par m{f){x) = 'mx{f\Lx) est mesurable. 

Pour les feuilletages moyennables le theoreme B peut etre ameliore de la 
fagon suivante: 

Theoreme C. Soil un feuilletage mesure ergodique moyennable. 

Alors les deux conditions suivantes sont eguivalentes: 

1 . x(M, = 0; 

2. Le feuilletage possede un champ tangent sans zero de classe MC^. 

II existe des feuilletages non moyennables et a caracteristique d’Euler nulle. 
Par exemple la suspension d’une representation fidele du groupe fondamen- 
tal d’une surface de genre > 2 dans le groupe des isometries d’une variete de 
Riemann compacte fournit un feuilletage mesure par plans hyperboliques non 
moyennable (voir M)- Si on le multiplie par , on obtient un feuilletage 
mesure de dimension trois, qui est toujours non moyennable, mais dont la car¬ 
acteristique d’Euler est nulle pour des raisons de dualite. Avec un peu plus 
de travail on peut aussi construire des feuilletages non moyennables et a car¬ 
acteristique d’Euler nulle en toute dimension > 3. En dimension deux, par cen¬ 
tre, la caracteristique d’Euler constitue un invariant ergodique contenant une 
grande quantite d’information aussi bien geometrique que dynamique, comme 
le montre notre prochain theoreme. 

Etant donnee une metrique de Riemann de classe MC^ sur un feuilletage 
mesure on peut definir une mesure globale sur I’espace M qui est 

localement definie comme la mesure produit du volume volg sur les feuilles et 
de la mesure transverse invariante p, et qu’on notera pt ® volg. On dira que g 
est d volume p-fini si cette mesure est de masse totale finie, i.e. p ® volg{M) < 
oo. Remarquons enfin que la compacite de M implique que toute metrique de 
Riemann continue sur le feuilletage mesure (M, JT, p) est a geometrie bornee 
et volume /i-fini. Ce n’est evidemment pas le cas en general des metriques de 
classe MC^. 

Theoreme D. Soit {M,iF,p) un feuilletage mesure ergodique de dimension 
deux. Alors les sept conditions suivantes sont eguivalentes: 

1- xiM,T,p) = 0 ; 

2. {M,iF,p) possede un champ tangent sans zero de classe MC^; 

3. Toute metrique de Riemann de classe MC^ a volume p-fini et a geometrie 
bornee sur chaque feuille est parabolique sur p-presque toute feuille, i.e. le 
revetement universel de p-presque toute feuille est conformement equivalent 
au plan euclidien C; 

4 . {M,iF,p) est moyennable et p-presque toutes ses feuilles sont des tores, 
des cylindres ou des plans; 
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5. II existe une application mesurable p : M —> qui est un revetement en 

restriction a chaque feuille. Autrement dit, le feuilletage est isomorphe 
a la suspension d’une action mesurable ergodique de T? sur un espace de 
Lebesgue. 

6 . Le feuilletage est defini par une action de sur M de classe MC'^, i.e. 
il existe une action mesurable de sur M qui est continue et localement 
libre le long de chaque feuille. 

7. La feuilletage possede une metrique de Riemann de classe MC'^ qui est 
plate et complete sur chaque feuille. 

Les implications (3)=^(4)=>(5)=>(6)=>(7)=^(4) sont prouvees dans Pour 
demontrer le theoreme, on etablira la chaine d’implications (6)=^>(2)=J>(1)=^(3). 
La premiere est triviale et la deuxieme est une consequence du theoreme A. 
Nous consacrerons le paragraphe la preuve de I’implication (1)=>(3). 

Ce papier comporte deux parties. La premiere, composee des §1,§2 et §3, 
contient des developpements generaux necessaires pour la preuve des quatre 
theoremes enonces. Tous les resultats dans cette partie seront etablis dans un 
cadre borelien. On s’interesse dans cette partie a des applications de classe BC^, 
i.e. continues le long des feuilles et globalement boreliennes. Au §1 on demontre 
quelques resultats basiques de la theorie des feuilletages mesurables, dont le 
theoreme d’approximation simpliciale. Au §2 on developpe une theorie de 
I’obstruction analogue a celle de im qui nous permet de resoudre completement 
le probleme de I’extension d’une application de classe BC^. Au §3 on applique 
les resultats du §2 au cadre des fibres localement triviaux pour donner une con¬ 
struction geometrique des classes caracteristiques feuilletees mesurables. On y 
resout le probleme de la construction de sections de classe BC^ d’un fibre locale¬ 
ment trivial. La deuxieme, composee du §4, contient la preuve des theoremes 
A, B, C et D proprement dite. On y precise la notion de mesure transverse et 
d’application de classe MC'^, i.e. une application continue le long des feuilles 
qui est borelienne une fois qu’on a enleve un ensemble de feuilles de mesure 
nulle. 


1 Quelques resultats preliminaires 

On demontre ici quelques resultats techniques basiques necessaires pour la suite. 
Nous rappelons qu’un espace de Borel standard est un espace mesurable isomor¬ 
phe a un borelien d’un espace de polonais. Presque tous les espaces mesurables 
qui apparaissent en topologie sont de ce type. II est connu qu’un espace de Borel 
standard est soit discret denombrable, soit isomorphe a I’intervalle [0,1] de la 
droite reelle. 

1.1 Le theoreme de Kallman 

La difficulte fondamentale qu’on retrouve au moment d’etablir les resultats 
enonces dans I’introduction est la construction de sections boreliennes de cer- 
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taines applications boreliennes ou continues. Le resultat suivant, prouve par 
Kallman, est un outil fondamental pour resoudre ces difficultes: 

Theoreme 1.1 (HU)- Soil Y un espace polonais et X un espace de Borel 
standard. Soil f : Y X une application surjective borelienne dont la fibre 
f~^{x) en chaque point x G X est reunion denombrable de compacts de Y. 
Alors f possMe une section borelienne, i.e. il existe une application borelienne 
s : X ^ Y telle que f o s{x) = x pour tout x G X. 

En fait on n’aura besoin, la plus part du temps, que du corollaire suivant, 
dont une preuve pent etre trouve aussi dans m 

Corollaire 1.2. Soit f : Y ^ X une application borelienne surjective entre 
deux espaces de Borel standard. Si f~^{x) est denombrable pour tout x G X, 
alors f possede une section borelienne. 

1.2 Families boreliennes d’applications 

Soient B et F deux espaces polonais connexes. On considere I’espace des appli¬ 
cations continues C{B, F) muni de la topologie compacte-ouverte. Rappelons 
que cette topologie est definie par la sous-base 

V{K,U) = {fGC{B,F) I f{K)cV} 

oil K parcourt les compacts de i? et 17 les ouverts de F. Si B est compact alors 
I’espace C{B, F) est lui aussi un espace Polonais. En effet, si d est une metrique 
complete sur F, alors la metrique de la convergence uniforme definie par 

d*{f,g) = sup{d{f{x),g{x)) \ x G B} 

est complete sur C{B, F). En plus si Ui est une base denombrable pour F, alors 
U* = {f G C{B,F) I f{B) C Ui] est une base denombrable pour C{B,F). Soit 
T un espace de Borel standard et g : B xT —> E une application borelienne pour 
la topologie produit et continue le long des horizontales B x {t} qui sera dite de 
classe BC° (pour borelienne et continue C°). Pour tout t GT, la restriction de 
g determine done un element G C{B, F), ce qui donne une application g* : 
T —> C{B, F) dite verticale de g. Le resultat suivant caracterise les applications 
de classe BC^ comme cedes dont les verticales sont boreliennes. On remarquera 
que la continuite le long des horizontales est une condition fondamentale. En 
effet, la verticale g* d’une application borelienne quelconque g : B xT ^ F est 
a valeurs dans I’espace B{B,F) des applications boreliennes de B dans F, qui 
n’est pas muni d’une structure mesurable naturelle. 

Proposition 1.3. Soient B et F deux espaces polonais, avec B compact. Une 
application g : B xT —^F est de classe BC^ si et seulement si elle est continue 
le long des horizontales et I’application g.,, : T ^ C{B,F) est borelienne. 

Demonstration. Supposons que g est de classe BC°. On veut montrer que (/* est 
borelienne. Soit Ui une base denombrable de F et soit U* la base de C{B,F) 
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definie ci-dessus. Cette famille engendre alors la cr-algebre des boreliens de 
C{B, F); il sufRt done de montrer que I’ensemble 

9 ^\un = {t G r I Vx G B, g{x,t) G C/J 

est un borelien de T pour tout i. On remarque que 

g:\U:)=TTT{BxT-g-\F-Ui)) 

oil ttt est la projection de B xT sur le deuxieme facteur. Les fibres du borelien 
B X T — g~^{F — Ui) pour I’application ttt sont ouvertes dans B, qui est 
par hypothese un espace polonais compact. En particulier elles sont reunion 
denombrable de compacts. L’ensemble g^^{U*) est alors borelien d’apres le 
theoreme ll.il 

Inversement supposons que g* est borelienne; on veut montrer qu’il en est 
de meme pour g. On doit montrer que I’image inverse par g de tout borelien de 
F est un borelien de B x T, et pour cela on pent se ramener aux ouverts d’une 
base denombrable Ui de F. II s’agit done de montrer que les ensembles 

Ei = € K xT \ g{x,t) G Ui} 

sont boreliens dans B x T. 

Soit A un sous-ensemble de B. L’application de restriction 
xa.C{B,F)^C{A,F) 

est continue, done borelienne, relativement aux topologies compactes-ouvertes. 
En particulier I’ensemble 

T,{A) = {t G T I Vx G Gl, g{xU) £ CJ. 

est borelien pour tout i et de plus A x Ti(A) C Ei. Pour une base denombrable 
Vj de B nous avons en particulier IJ^- Vj x TiiVj) C Ei. 

On complete la preuve de la proposition en demontrant I’inclusion inverse 
Ei £ Uj ^3 Ei^Vj). Pour ce faire nous prenons un point dans Ei ou, ce qui est 
la meme chose, une paire {x,t) & B x T telle que g{x,t) £ Ui. Mais etant 
continue, il existe un voisinage ouvert E de x telle que g{x,t) C Ui pour tout 
X £ E. Puisque Vj est une base de B, il existe un j tel que x G Vj C V. On a 
alors g{x,t) £ Ui pour tout x £ Vj, ce qui signifie que t £ Ti(Vj) et demontre 
I’inclusion cherchee. □ 

Le lecteur remarquera que Ton pourrait remplacer sans beaucoup de dif- 
ficultes I’hypothese de compacite de B par la compacite locale. Mais nous 
n’aurons besoin dans la suite que du cas compact. 

1.3 Approximation simpliciale 

Soit Ji un complexe simplicial fini et C un complexe simplicial connexe et lo- 
calement fini. On note \H\ et |£| les realisations geometriques de Tt et £ re- 
spectivement. Soit g : |7t| —> |£| une application continue. On rappelle qu’une 
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application simpliciale h : [H] |£| est une approximation simpliciale de g si 

g{star{v,'H)) C star{h{v),C) 

pour tout sommet u G ou star{v, H) designe I’etoile ouverte de v dans Ti. On 
notera comme d’habitude sd{Ti.) le complexe simplicial obtenu par subdivision 
barycentrique de H et sd^CH) = sd{sd^{'H)) avec sd^CH) = H. La preuve du 
resultat classique suivant pent etre trouvee dans m 

Theoreme 1.4 (d’approximation simpliciale finie). Soil Ti, un complexe 
simplicial fini et f : \Ti.\ |£| une application continue. Alors il existe un 

n G N et une approximation simpliciale h : |sd”(7i)| ^ \C\ de f. 

On notera E(|H|, |£|) I’ensemble des applications continues / G C{\Ti.\, |£|) 
qui sont simpliciales modulo une subdivision barycentrique de Ti.. On munit 
CdTij, |£|) de la metrique d’^ de la convergence uniforme relative a la metrique 
simpliciale dc- On appellera application d’approximation simpliciale toute ap¬ 
plication borelienne 

telle que a{g) est une approximation simpliciale de g pour toute g G C{\Ti.\, |£|). 
Le theoreme ll.dl montre qu’une application de ce type existe, mais ne dit rien a 
propos de la regularite qu’on pent en esperer. Puisque Ti. est un complexe fini, 
I’ensemble E(|iL|, |£|) est denombrable, et on ne pent done pas esperer qu’elle 
soit continue. Le resultat suivant montre qu’elle peut etre supposee borelienne: 

Theoreme 1.5. Pour tout complexe simplicial fini Ti et tout complexe simplicial 
denombrable C il existe une application d’approximation simpliciale borelienne 

a:C(|7f|,|/:|)^E(|H|,|£|). 

Demonstration. On remarque d’abord que pour toute g G C{\'H\, |£|) il existe 
un entier n tel le diametre de I’image par g de I’etoile de tout sommet de sd"(7i) 
est inferieur ou egal a 1/2. Ceci est une consequence d’une part de la continuite 
de g et d’autre part de la compacite de |7f|. On definit 11 ( 5 ) comme etant le 
plus petit des ces entiers n. Il est tres facile de voir que I’application 

n : 0(1^1, ITI) 

est borelienne. On posera Qm = pour tout m G N. 

Pour toute h G £(|7i|, |£|) soit d{h) le plus petit entier n tel que h est 
simpliciale relativement a sd"(7i) et C. On note B{h) I’intersection du borelien 
Qd{h) avec la boule de centre h et rayon 1 / 2 . La famille des B{h), ou h parcourt 
les elements de E(|H|, |£|), est d’aores lOI un recouvrement denombrable de 
C{\'H\, |£|). On numerote les elements Sd'H], |£|) et on pose 

Xk+i = B{hk+i) — Xk 


avec Xi = B{hi). 
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Pour toute g G C(|H|,|£|) on definit a{g) comme etant egale a hk pour 
X G Xk- L’application ainsi construite est borelienne car constante sur les 
elements d’une partition borelienne denombrable. II ne reste qu’a montrer que 
a{g) est une approximation simpliciale de g. Par construction g est dans la 
boule de centre a(g) et rayon 1/2. Ceci implique que pour tout sommet v de 
la distance entre a(g)(v) et g(v) est < 1/2. Une application directe 
de I’inegalite triangulaire montre alors que 

g(star(v, i'H))) 

est dans la boule de centre a{g) et rayon 1. Pour conclure il suffit de remarquer 
que la boule de centre w et rayon 1 relative a la metrique simpliciale est contenue 
dans I’etoile de w pour tout sommet w G □ 

2 Theorie de I’obstruction 

Nous elaborons ici une theorie de I’obstruction analogue a celle de HH ESI 
[HI adaptee au cadre des feuilletages. C’est une theorie generate qui resout 
completement le probleme de I’extension d’un morphisme de feuilletages transver- 
salement mesurable, ainsi que celui de la construction de sections transversale- 
ment mesurables d’un fibre sur M. Nous remarquons au passage qu’une “theorie 
de I’obstruction feuilletee continue” n’est pas envisageable. Par exemple con- 
siderons un plongement du tore x dans de sorte que le 0 est dans la 
composante connexe bornee du complementaire de I’image. Par projection on 
obtient une application surjective dans la sphere qui ne pent pas etre etendue 
au tore plein ID)^ x . Par centre, si on suppose le tore feuillete par les horizon- 
tales, on remarque que la restriction de cette application a toute feuille x {*} 
est extensible au disque correspondant x {*}. En d’autres mots nous avons 
un cocycle feuillete continu qui est nul sans que I’application soit continument 
extensible. 

Ici F designe un espace localement compact triangulable et n-simple, i.e. 
connexe par arcs et tel que Taction de tti {F, x) sur 7 r„(E, x) est triviale quel que 
soit X G F. On pent definir alors le groupe 7 r„(E) sans faire reference au point 
base X G F. Nous renvoyons le lecteur a m pour plus de precisions a propos 
de cette definition. Nous remarquerons simplement les deux faits suivants: 

• Si F est 1-simple, alors 7 ri(F) est un groupe abelien. 

• Une application continue / : S" —> F determine un element dans [/] G 
7 r„(F) qui ne depend que de Tapplication / et de Torientation choisie sur 

2.1 Les lemmes fondamentaux 

Pour tout espace metrique compact X on considere Tespace des applications 
continues C{X,F) muni de la topologie compacte-ouverte. On note le 


disque unite ferme dans R" et §" la sphere unite. On identifie le disque D" a 
la calotte sud de via un homeomorphisme qu’on fixe une fois pour toutes. 
Nous avons alors la suite d’inclusions 

D" S” —^ D"+\ 

qui induit par restrictions une suite d’applications continues, done boreliennes, 


0(8", F) C{D^,F) . 

II est bien connu que I’application i*_ est surjective, i.e. toute application con¬ 
tinue sur la calotte sud s’etend a toute la sphere. Ce n’est pas le cas de i’^. Son 
image est le sous-espace ferme C'o(§”“^, forme par les applications homotopes 
a zero. 

Rappelons que le n-ieme groupe d’homotopie 7 r„(F) est le groupe engendre 
par le semi-groupe des classes d’homotopie d’applications continues de 

§" dans F avec la composition usuelle. On considere I’application continue 
[•] : C{S^,F) 7 r„(F) qui assigne a toute fonction g sa classe d’homotopie [ 5 ]. 

La suite d’applications boreliennes 

C'(]D>”+i,F) ^^0(8",^)(1) 

est exacte dans le sens ou imi^ = ker[-], I’espace ker [•] etant par definition 
Co{S^-\F). 

Lemme 2.1. L’application i'^ admet une section borelienne 

B : Co(S”,F) ^ C{W+^,F). 

Demonstration. On suppose F et munis d’une triangulation. Celle de 

jjn+i triangulation sur son bord On notera '£,{*, F) I’espace de 

fonctions qui sont simpliciales apres une subdivision barycentrique de I’espace 
de depart. On commence par remarquer que la restriction de a I’espace 
E(D"+^,F) est a fibres denombrables et son image est le borelien H(E>^,F) n 
Co(E'^,F). Elle admet par le theoreme ll.il une section borelienne: 

b : S(§’", F) n C'o(§”, F) E(]D)”+\ F) 

Pour la construction de la section s on procede en trois etapes: 

(I) On considere l)a ■ C{S^,F) —» 0(8" x [0,1]) definie par: 

f)a(/)(a:, t) = tf{x) + {1- t)a{f){x) 

oil a(/) est I’approximation simpliciale de / donnee par le theoreme ll.51 L’appli¬ 
cation t)a est borelienne comme combinaison lineaire d’applications boreliennes. 
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(II) L’application m : C{S^,F) I](D”+^, F) definie par: 


m(/) = b o a(/) 

est borelienne comme composition de deux applications boreliennes. 

(Ill) L’application s(/) definie par recollement m(/) et f)a(/) le long des spheres 
S" et S” X 1 est une section borelienne de par construction. □ 

Soient a, b : D" —> F deux applications continues qui coincident sur le bord 
On pent voir a et & comme des applications definies sur la calotte nord 
et la calotte sud de la sphere S” respectivement et on note a * b : E>^ ^ F \e 
recollement de a et b. II est tres facile de voir que I’ensemble des paires (a, b) 
d’applications definies sur le disque et coincidant sur le bord est un ferme K de 
C)!])", F) X (7(11)", F) et que le recollement est une operation continue sur K. 

En munissant la sphere §" de I’orientation qui induit I’orientation canonique 
sur la calotte sud (done I’orientation opposee sur la calotte nord), puis passant 
aux classes d’homotopie, on determine un element [a *b] € 7 r„(F). Le choix de 
I’orientation fait que [a * 6 ] = —[6 * a]. Plus generalement, supposons que les 
restrictions de a et 6 a la sphere ne sont pas identiques, mais seulement 
homotopes. Toute homotopie h : x [0,1] ^ F entre ces deux restrictions 

s’etend done aux deux bases de D" x [0,1] de maniere evidente. En identifiant le 
bord de D" x [0,1] a la sphere S" par un homeomorphisme qui envoie x [0,1] 
sur la couronne de rayon 1/2 centree dans I’equateur, nous avons une application 

a 6 : S” ^ F 

et en orientant la sphere §" comme precedemment, on obtient un element [a *h 
b] G 7 r„(F) qui depend de a et de b, mais aussi de I’homotopie h. Nous avons 
bien stir [a * 6 ] = [a *id b]. 

Considerons maintenant deux applications a, /? : 9A„+i ^ F qui sont ho¬ 
motopes en restriction au (n — l)-squelette de A„_|_i. On se fixe une homotopie 
h entre ces restrictions, pour chaque n-face orientee r de A„+i on construit 
I’element [ar *h /3r] G 7 '‘n(F), oil ar et /3r designent les restrictions de a et /3 a 
la face t . On obtient alors de fagon tres simple le resultat suivant: 

Lemme 2.2. Pour a, P et h comme ci dessus nous avons I’identite: 

Y^[ar *h Pr] = [a] - [P] (2) 

T 

ou T pareourt les n-faces de A„+i munies de I’orientation induite par celui-ci. 

La paire (§",D”) ayant le type I’homotopie de la sphere pointee (§",*), 
toute application continue / G (7(]D>", F) peut etre etendue a toute la sphere §" 
de sorte que la classe d’homotopie de I’extension soit un element de 7 ri(F) fixe 
a I’avance. Le resultat suivant montre que cette extension peut etre choisie de 
fagon borelienne: 
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Lemme 2.3. Pour tout a £ T^iiP) H existe une application borelienne 


telle que, pour toute g £ (7(0", F), on a: 

1 . g et Sa{g) coincident surEP~^; 

2 - [g*Saig)] = a. 

Demonstration. On identifie la sphere S" au bord du disque a coins D" x [0,1] 
par un homeomorphisme qui envoie la calotte nord sur la base superieure D” x 
{1}. On note E+(§”,F) I’espace des applications continues de S" dans F qui 
sont simpliciales en restriction a cette calotte, i.e. sur la base superieure D" x {!}, 
et C E+(§",F) le ferme des applications dont la classe d’homotopie 

est a. 

Comme pour la preuve du lemme precedent on construit la section en 
trois etapes: 

(I) La restriction de i*_ a E“ (§",F) est a fibres denombrables et son image est 
I’espace E^(D", F) des applications continues qui sont simpliciales en restriction 
au bord du disque. Elle possede done une section borelienne n : E^(D",E) ^ 
E7(§",E). 

(II) On considere alors I’application continue d : (7(11)", F) ^ (7(§" ^,F) 
definie par restriction au bord, puis \]a '■ (7(S"“^,F) —» (7(§"“^ x [0,1]) definie 
comme dans la preuve du lemme precedent. Enfin on definit / £ (7(D",F) 
iH(/) £ E^(]D)", F) par recollement de (]o o d{f) et /. 

(III) L’application Sq definie par Sq(/) = o n o iH(/) verifie par construction 

les conditions requises. □ 

2.2 Triangulations de feuilletages 

Soit (M, F) une variete compacte feuilletee. Nous introduisons ici une notion 
de triangulation de feuilletages, similaire a celle de m Notre definition est 
neanmoins bien plus souple, en particulier une triangulation au sens de m 
definit une triangulation selon notre definition. 

Piles. On considere un espace metrique compact connexe O et un espace 
borelien standard T. Une pile de {X, F) est donnee par un borelien H C X 
et un isomorphisme borelien: 


TT : O X T —> n 

tel que, pour tout t £ T, la restriction ttj : O ^ M de tt a O x {<} est un 
plongement de ft dans une feuille de F. Les elements O, T et tt seront appeles 
respectivement la base, la verticale et le parametrage de la pile. Les plaques de 
(n,7r) sont les ensembles Lit = 7J‘(0 x {t}). 
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Triangulations. Une triangulation borelienne (de classe C"’j de {M,T) est 
une famille JC = {JCl\L G T} de triangulations de classe C’’ des feuilles de T 
telle que pour chaque entier 0 < p < dim T il existe une quantite denombrable 
de piles (de classe BC''): 

de base Ap le p-simplexe standard et verifiant les proprietes suivantes: 

1. les plaques de irf sont des p-simplexes de 1C. 

2 . pour chaque p-simplexe cr existe un seul i € Ip et wa t € Ti tel que 

On note alors tTo- I’homeomorphisme Trf{-,t) : Ap —> a. 

Par abus de langage on notera aussi 1C I’ensemble des simplexes de la trian¬ 
gulation. C’est un complexe simplicial non connexe ni separable mais a com- 
posantes connexes separables. On note I’ensemble des simplexes de dimen¬ 
sion p de /C, K7 I’ensemble des simplexes de dimension < p et IC^p^ I’ensemble 
des p-simplexes orientes, i.e. des paires formees par un p-simplexe plus une ori¬ 
entation de celui-ci. Pour TL K. on note \H\ C M la reunion des simplexes de 
TL. On a bien sur |/C| = M. 

Avec ces conditions I’ensemble 1C pent etre identifie a I’espace borelien stan¬ 
dard [Jp^iTf, les ensembles KP et etant des boreliens de K. L’ensemble des 
p-simplexes orientes est muni egalement d’une structure borelienne stan¬ 
dard qui fibre sur avec une fibre a deux points. On pent voir aussi K, comme 
etant le borelien de M forme par les barycentres de ses simplexes. 

Cohomologie simpliciale. Soit (M, T) un feuilletage muni d’une triangula¬ 
tion borelienne K.. Soit P un groupe abelien borelien, i.e. un groupe abelien 
muni d’une structure borelienne standard preservee par la somme et I’inversion. 
Une p-cochaine de 1C est une application borelienne c : ^ P telle que 

c{—t) = ou — t est le simplexe r muni de I’orientation opposee. Le 

cobord de c est la (p -I- l)-cochaine de 1C definie par 

dc{a) = ^ c(t) , (7 G /cIp+^1 

rCcT 

ou T parcourt I’ensemble des p-simplexes de 1C contenus dans a et munis de 
I’orientation induite par celui-ci. On verifie de la fa con usuelle que dPc = 0 
pour toute cochaine c. 

On note Cp{1C,T) le groupe abelien des p-cochaines de 1C et C*{1C,T) la 
somme directe de ces groupes. Puisque la somme dans P est une operation 
borelienne, le cobord d’une cochaine est borelien. On a done un operateur nilpo- 
tent d : C*{1C, P) ^ C*(1C, P) dont la cohomologie est notee H*(1C, P) et appelee 
cohomologie simpliciale de K, a valeurs dans P. On appelle comme d’habitude p- 
cocycles et p-cobords les p-cochaines de 1C appartenant respectivement au noyau 
et a I’image de d. 
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2.3 Le theoreme central 


Soit (M, T) un feuilletage muni d’une triangulation mesurable 1C. On se fixe un 
entier p compris entre 0 et dim IF et on considers une application g : \KP\ —> F 
de classe BC^. 

Definition 2.4. Soit r > p. On dira que g est r-extensible s’il exists une 
application g : \K7\ —> IF de classe BC^ qui coincide avec g en restriction a \KP\. 

On va etudier dans cette section le problems de I’extensibilite d’une telle 
application g. Pour cela il est utile de decouper le p-squelette en piles de p- 
simplexes, de sorts que nous pouvons voir g indifferemment comme une appli¬ 
cation g* : ICP'^^ —> C(SP,F) ou comme une application g^^ : ^ C(ID)P,F), 

toutes les deux boreliennes. Ces deux points de vue sont equivalents en vertu 
de la proposition o 

Pour chaque {p + l)-simplexe orients a G on considers: 

c{g){(^) = [5*(cr)] e 7rp(F). 

On definit ainsi (p + l)-cochame c{g) G C^^^(lC\TTp{F)) qui s’avere etre un 
cocycle (cf. m) que Ton appelle communement cocycle d’obstruction. 

Le theoreme suivant constitue le coeur de la theorie de I’obstruction feuil- 
letee: 

Theoreme 2.5. Les trois proprietes suivantes sont verifiees: 

1. Le cocycle c{g) — 0 si et seulement si g est (n + 1)-extensible. 

2. Soient go,gi : \ICp\ F deux applications de classe BC^ qui sont BC^- 
homotopes en restriction a \KL~^\. Pour une telle homotopie h il existe 
une p-cochaine uj{gQ,h, gi) G CP{IC,'!Tp{F)) telle que: 

duj{go,h,gi) = c{go) - c{gi) 

En particulier [c(5o)] = [c((7i)] G F[P~^^(IC,'!Tp(F)). On appelle uj{gQ,gi) la 
cochaine difference. 

3. Soit go : \KL\ —> F une application de classe BC^. Pour toute p-cochaine 

uj G CP {1C] TTp{F)) il existe une application gi : |/C^| F de classe BC^ 
qui coincide avec go sur et telle que: 

= ^{go,9i)- 

Demonstration. Les trois conditions sont des corollaires plus ou moins directs 
des lemmes OE21etE31 On reprend done les notations introduites au io 

Preuve de 1 : Il est clair que si g est {p l)-extensible alors g* est a valeurs 
dans Co{SP, F) et c{g) — 0. Reciproquement si g* est a valeurs dans Co{Sp, F), 
on definit une extension g de g en posant g* = s o g*. 
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Preuve de 2 : Soit h* ■. KP ^ C{EP~^ x [0,1], P") I’application borelienne 
associee a I’homotopie h. La cochaine a;((/ 0 ) h,gi) = [5o*/i*5i] verifie la condition 
requise d’apres le lemme rrn 

Preuve de 3 : II suffit de poser gKcr) = Sa o ffo('^) si L’application 

g* est bien borelienne puisque 7ri(P') est denombrable. □ 

Considerons un deuxieme feuilletage {N, Q) muni d’une triangulation borelienne 
£, et soit (j) : M ^ N une application de classe BC^ simpliciale le long 
de chaque feuille. Elle determine de la fagon usuelle un homomorphisme de 
cochaines : C*{C, P) ^ C'*(/C, P) pour n’importe quel groupe abelien borelien 
P. La preuve du resultat suivant est completement standard (voir par exemple 

1231121): 

Theoreme 2.6. Soit g : \D’\ — *■ F une application de classe BC^. Alors 
g o (p : \ICP\ F est de classe BC^ et on a: 

c{g o(j)) = 4>^{c{g)). 

3 Classes caracteristiques feuilletees 

Les developpements de la section precedente peuvent etre generalises au cas des 
fibres localement triviaux sur M ayant une fibre simpliciale. Nous suivrons dans 
la mesure du possible la demarche decrite par Steenrod [221 suivant les travaux 
de Eilenberg On se fixe ici un feuilletage (M, F) muni d’une triangulation 
/C, et on considere un fibre topologique localement trivial ^ = {E,p, M, F) dont 
la fibre F est un espace connexe localement compact triangulable et simple. 
Avant de continuer on fixe quelques points de vocabulaire: 

1. Une p-section de ^ est une section de ^ definie sur \ICp\. On supposera 
que toutes les sections sont de classe BC^. On dira qu’une telle section 
est r-extensible (r > p) s’il existe une r-section de classe BC^ de ^ qui 
coincide avec g sur le p-squelette. 

2. Deux p-sections go et gi de ^ de classe BC^ sont homotopes s’il existe une 
application h : \ICp\ x [0,1] ^ E de classe BC° telle que: 

(a) h{-,t) est une p-section (a fortiori de classe BC° de ^ pour tout 

tG [0,1]. 

(b) /i(-,0) = go et /i(-, 1) = gi. 

3.1 Cohomologie simpliciale a valeurs dans un fibre de 
coefficients. 

Un fibre de coefficients sur M est un fibre principal P dont la fibre est un groupe 
discret denombrable P. Pour tout x G M on notera P^ la fibre de P au dessus 
de x; si x est le barycentre d’un simplexe u de /C on posera Pa, = Po-. 
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Exemple 3.1. Soit ^ un fibre dont la fibre est un complexe simplicial simple 
F. On note nj,(^) on tout simplement lip le fibre de coefficients associe a ^ 
ayant pour fibre le groupe Trp{F). II est defini en remplagant un cocycle de 
qui est a valeurs dans Aut{F), par le cocycle a valeurs dans Aut['Kp{F)) obtenu 
par passage aux classes d’homotopie. 

Une p-cochaine de 1C d valeurs dans F est une application borelienne 

c : /cIpi ^ r 

telle que c(cr) S Fg. et c{—a) = —c(a). L’espace des p-cochaines est un groupe 
abelien dont la structure est donnee par celle de F et que Ton notera C'p(/C;F). 

La trivialite locale permet une identification entre les groupes Fcr et F,- pour 
toute face r de a. On pent ainsi definir le cobord d’une p-cochaine c de K. par 
la formule 

dc(cr) = a e (3) 

rC<7 

oil r parcourt les p-faces de a munies de I’orientation induite par celle-ci. 
Puisque F est discret et a est simplement connexe, I’identification entre Fcr 
et Ft- est independante de la trivialisation choisie. Le cobord est done un mor- 
phisme de groupes bien defini d : CP{IC,T) —> C^^^{IC,T). On verifie aussi 
de la fagon usuelle que = 0; la cohomologie du morphisme d est appelee 
cohomologie simplieiale de K. d valeurs dans F et notee F[*(IC,T). 

3.2 Obstruction a I’extensibilite des sections 

On se fixe un fibre localement trivial ^ = {E,p,M,F) au dessus de M comme 
ci-dessus et on considere g : |/C^| —> E une p-section de classe BC^ de En se 
fixant une trivialisation de ^ au dessus de chaque (p -I- l)-simplexe a G 
on identifie la fibre F^: avec F^ pour tout x £ a ou F^. est la fibre de ^ au dessus 
du barycentre de cr, on pent voir la restriction de g a da comme une application 
g*(a) G C{E>P,F„). En prenant la classe d’homotopie de g*{a) on definit une 
(p -I- l)-cochaine de AH a valeurs dans le p-fibre de coefficients FEp de 

c{g) : a G ^ [9*i<^)] S Hp. 

On remarque alors que puisque F est simple (en particulier p-simple), la classe 
d’homotopie de g*{a) est independante de la trivialisation choisie. Nous avons 
dans ce cadre plus general un equivalent du theoreme l2.5l avec une preuve tout 
a fait analogue a celle developpee au § 12.31 

Theoreme 3.2. Les quatre proprietes suivantes sont verifiees: 

1. Le cocycle c{g) — Q si et seulement si la section g est (ri+ 1)-extensible. 

2. Soient go et gi sont deux p-sections de classe de ^ qui sont homo¬ 

topes en restrietion d |/CP“^|. Pour une telle homotopie h il existe une 
p-cochaine uj{go, h, gi) G {1C', Tip) telle que: 

duj{go, h,gi)= c(po) - c{gi) 
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En particulier [c(go)] = [c(5i)] S . 

3. Soil 5o une p-section de classe BC^ de Pour toute p-cochaine borelienne 
to G CP(/C;np) existe une p-section de classe BC^ gi de ^ de classe BC^ 
qui coincide avec go sur et telle que: 

w = uj{go,gi). 

Soit {N, Q) un feuilletage muni d’une triangulation borelienne C et soit = 
{E' ,p', N, F) un deuxieme fibre topologique localement trivial de fibre F. Un 
morphisme borelien entre ^ et est une application ^ : E E' de classe BC^ 
qui envoie homeomorphiquement fibre sur fibre. Elle induit done une application 
(j) : M ^ N entre les bases definie par p' o ^ = (po p. Le morphisme $ est dit 
simplicial si I’application (p est simpliciale. Nous avons: 

Theoreme 3.3. Soit $ : ^ wn morphisme simplicial et soit g' : \C^\ —> 

E' une p-section borelienne de . Alors il existe une et une seule p-section 
borelienne g de ^ telle que ^ o g = g' o p et on a: 

'/'“‘(c(ff')) = c(ff). 

3.3 Classe caracteristique feuilletee 

Le theoreme l3.2l Dermet la construction topologique des classes caracteristiques 
feuilletees d’un fibre, comme dans m On notera desormais p le plus petit 
entier pour lequel le groupe 7 rp(F) est non trivial. 

Lemme 3.4. Soit ^ un fibre localement trivial de fibre simple F au dessus de 
M. Les deux proprietes suivantes sont verifiees: 

1 . ^ possMe une (p — \)-section de classe BC^. 

2. Deux (p — \)-sections de classe BC'^ de ^ sont homotopes. 

Demonstration. L’existence de (p—1) -sections de classe BC^ decoule de I’existence 
de 0 -sections, puis d’une recurrence sur p en utilisant le theoreme 13.21 Mais 
I’existence de 0-sections de classe BC^ est pratiquement triviale car, |/C°| etant 
une transversale borelienne, la continuite le long des feuilles est automatique, et 
il est tres facile construire une section borelienne d’un fibre localement trivial 
au dessus d’un espace a base denombrable, en I’occurrence M: on prend une 
suite Ui d’ouverts trivialisants de ^ et on definit des sections boreliennes sur 
Co, Cl — t/p, C 2 — (CiUC/q) et ainsi de suite, qui se recollent entre elles en une 
section borelienne de qu’on restreint ensuite a |/C°|. 

Pour montrer que deux (p — l)-sections gp et gi de ^ sont homotopes, on 
considere la variete a bord M x [0,1] muni du feuilletage T x [0,1] dont les feuilles 
sont le produit de celles de T par I’intervalle [0,1]. La triangulation /C definit 
des triangulations des feuilletages {M,tF) x 0 et (M, JT) x 1 qui s’etendent de 
maniere evidente en une triangulation /C' de tout le feuilletage (M, E) x [0,1]. On 
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remarque alors que I’homotopie h cherchee n’est autre chose qu’une p-section du 
fibre ^ X [0,1], pull-back de ^ par la projection M x [0,1] ^ M. Plus precisement, 
c’est la restriction d’une p-section de ^ x [ 0 , 1 ] au sous-complexe x [ 0 , 1 ] 

de |/C'| qui coincide avec po et gi sur les bases x 0 et x 1. Elle 

existe d’apres la propriete 1 demontree ci-dessus. □ 

Solent po et gi deux (p — l)-sections de classe BC^ de On considere une 
homotopie h entre po et gi comme celle donnee par le lemme precedent. Soient 
et po et gi deux p-extensions de po et gi respectivement. II existe en vertu du 
theoreme ld. 2 f 2 l une p-cochaine difference u}[gQ,h,gi) G C'P(/C,np) telle que 
duj{gQ, h,gi) = c(po) ~ c(pi). En particulier la classe de cohomologie: 

c(^,/C) = [c(so)] = [c(5i)] 

ne depend ni des (p — l)-sections ni des p-extensions choisies 
canoniquement associee au fibre ^ et a la triangulation K.. 
appelee la classe caracteristique simpliciale de 

Nous avons le corollaire suivant du theoreme ld. 2 l 

Theoreme 3.5. Soil ^ un fibre localement trivial de fibre simple F et {M,T) 
un feuilletage de dimension n. Si TTp{F) = 0 pour tout p <n — 2, alors la classe 
c(fi,lC) = Q si et seulement si le fibre ^ possede une section de classe BC^. 

4 Preuve des theoremes A, B, C et D 

Nous appliquons les resultats demontres dans les sections precedents a la preuve 
des theoremes annonces dans I’introduction. 

4.1 Mesures transverses invariantes 

Soit (M, F) un feuilletage sur une variete compacte. Une transversale borelienne 
de (M, F) est un borelien de M qui rencontre toute feuille le long d’un ferme 
discret de cette feuille. Deux transversales T et S sont isomorphes s’il existe 
une transformation bijective bi-borelienne j : T ^ S telle que 7 (x) est dans la 
meme feuille que x pour tout x €T. 

Une mesure transverse est une application u-additive fi qui assigne a chaque 
transversale borelienne T de {M,F) un nombre plT) G [0, oo]. Une telle mesure 
est invariante si plT) = /i(S') pour toute paire de transversales boreliennes 
isomorphes T et S. Elle sera dite finie si plT) < oo pour toute transversale 
borelienne compacte T. On appellera dans la suite feuilletage mesure tout 
feuilletage muni d’une mesure transverse invariante finie p,. 

Le lemme suivant clarifie la signification de I’invariance d’une mesure trans¬ 
verse. Sa preuve, completement elementaire, est laissee au lecteur. 

Lemme 4.1. Soit T et S deux transversales mesurables de (M, F) et a T ^ S 
une transformation mesurable telle que f{x) G pour tout x G T. Soit p 


C’est une classe 
Cette classe est 
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une mesure transverse invariante sur Alors pour toute fonction f G 

L\T,n) on a: 


f{x)dp,{x) 



dfi{y). 


Un ensemble A C M est dit !F-sature ou tout simplement suture s’il est 
reunion de feuilles de J-. Un sature A est p,-negligeable si toute transversale 
borelienne T C A est de mesure nulle. 


Definition 4.2. Un objet definit sur sera dit de classe MC'^ (pour 

mesurable et continu) s’il existe un borelien sature ^-negligeable A C M tel 
que I’objet est de classe 5(7° (i.e. globalement borelien et continu le long des 
feuilles) en restriction k M — A. 

On termine ce paragraphe en rappelant la notion de mesure ergodique. 

Definition 4.3. Une mesure transverse invariante /i sur {M,tF) est dite er¬ 
godique si pour tout borelien sature A, soit lui soit son complementaire est 
/i-negligeable. Un feuilletage muni d’une mesure ergodique est appele un feuil- 
letage mesure ergodique. 


4.2 Triangulations et champs /x-finis 

Soit un feuilletage mesure. Une triangulation JC de {M,tF) est dite 

qi-finie si < oo pour tout p. On pent trouver une preuve du resultat 

suivant dans m 

Proposition 4.4. Tout feuilletage mesure {M, J-, p) de classe possede une 
triangulation p-finie de classe (7’’. 

On appellera champ tangent toute section X du fibre tangent TT continue 
le long des feuilles. On considerera deux types de champs tangents: 

(i) Ceux de classe BC^ qui sont globalement boreliens entant qu’applications 
de M dans TJT; 

(ii) Ceux de classe MC^ qui sont boreliens quitte a enlever un sature p- 
negligeable de M. 

On notera (7x I’ensemble des zeros de X. Un champ tangent X est dit 
transverse ou d zeros isoles si la trace de (7x sur /i-presque toute feuille est un 
ferme discret de la feuille. On remarquera que le caractere ferme decoule au- 
tomatiquement de la continuite de x le long de la feuille. Si X est de classe 5(7° 
alors Ox est une transversale borelienne, tandis qu’en classe M(7° I’ensemble 
Ox est seulement mesurable, i.e. borelien modulo un sous-ensemble de mesure 
nulle. L’indice local indx{x) est en tout cas bien defini pour /r-presque tout 
X G Ox et determine une fonction mesurable sur Ox- 

Definition 4.5. Un champ tangent transverse x est dit p-fini si indx S ((7xj m) 
Dans ce cas I’integrale indx dp est un nombre reel que nous appellerons in¬ 
dice moyen du champ par rapport a p. 
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4.3 Un peu d’homologie 

On se fixe une triangulation /i-finie 1C sur le feuilletage mesure ainsi 

qu’un isomorphisme borelien /C ~ [0,1] dont I’utilite est de munir I’espace des 
simplexes d’un ordre borelien. Get ordre permet de definir des applications 
bord boreliennes dt : A;;[P+d —> IC^p] telles que 9o(cr), di{a),..., dp+i{a) sont les 
p-faces de a ecrites en ordre croissant et munies des orientations induites. 

On veut definir le complexe (C'*(A^, K), 9) des chaines boreliennes redes de 
1C. Pour cela prenons un {p — l)-simplexe oriente r S Puisque les 

feuilles sont localement compactes, I’etoile de t est finie, i.e. il existe un nombre 
fini de p-simplexes orientes a tels que r = dia. Alors pour toute cochaine 
z € (1C,R) la somme finie 

T—diCr 

definit un element z G CP“^(/C,]R). On definit le complexe des chaines en 
posant (7p(Ai,R) = pour tout p G N et 9z = z G Cp_i(/C,]R) pour tout 

z G Cp{lC,R). L’homologie de ce complexe est appelee Vhomologie borelienne 
reelle de 1C et notee 


4.4 L’indice de Kronecker 


Definition 4.6. Soient c G (7^(A;i;]R) et z G Cp(/C;]R) une p-cochaine et une 
p-chaine. On definit Vindice de Kronecker global ou moyen de z et c par: 


{c,z)p = 


Ikm 


c(a) ■ z(cr) dyL{a) 


On introduit le facteur ^ pour compenser le fait que I’on integre deux fois la 
valeur c(cr) • z(cr) = c(—a) ■ z(—a). Remarquons que I’integrale ci-dessus n’est 
pas toujours definie ni finie. Une paire cochaine-chaine (c, z) sera dite p-finie si 
f |c • z|d/i < oo. Dans ce cas (c, z)p est un nombre reel bien defini. 

Proposition 4. 7. Soil c G ^(/C;K) et z G Cp{lC;R) des (co)chaines de 1C. 
Si les paires {dc, z) et (c, dz) sont p-finies alors: 


{dc,z)p, = (c,9z)p. 

Demonstration. Soit di : les applications face. Rappelons qu’elles 

sont mesurables. Nous avons: 

(dc, z)p = / dc(cr) • z(tT) dp{a) = > / c{dia) ■ z{a) dp{a) 

JjCiPi ^ dACW 

{c,dz)f,= [ c{t) ■dz{T)dp{T) f c{t) ■ z{a) dp{T) 

En appliquant le lemme 14.11 a la fonction / : —> R definie par /(cr) = 

c{dia) ■ z(cr) et a la transformation a = 9^, on obtient I’egalite entre les termes 
respectifs des sommes a droite. Ceci demontre la proposition. □ 
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4.5 Orientation et cycle fondamental 

On note 0{J-) le revetement des orientations de JF; c’est un revetement a deux 
feuillets de M feuillete par les revetements des orientations des feuilles. Une 
orientation borelienne de T est une section o de 0(T) de classe BC^. Le 
feuilletage est boreliennement orientable s’il possede une orientation borelienne. 
II est clair qu’une orientation au sens classique du fibre vectoriel TT definit 
une orientation borelienne de J- ^ autrement dit un feuilletage orientable est 
boreliennement orientable. 

Une orientation borelienne o de (M, JF) definit une orientation sur chaque 
feuille, et en particulier sur les n-simplexes d’une triangulation /C. On note 
1 = lo la n-chaine borelienne qui vaut 1 sur les n-simplexes de JC munis de 
I’orientation o. II est bien connu qu’il s’agit d’un cycle que nous appellerons le 
cycle fondamental de {M,T) (relatif a I’orientation o). 

4.6 Preuve du theoreme A 
Etape I 

On definit la caracteristique d’Euler d’une une triangulation /i-finie /C de {M, J-) 
par: 

x(/C,/i) = ^(-I)>(/CW) = [ 

Dans cette premiere etape nous prouvons le lemme suivant: 

Lemme 4.8. Si 1C est une triangulation de classe de {M, T, yi) alors il existe 
un champ tangent Z de classe BC'^, fx-fini et a zeros isoles sur tel que 

x{IC,p,)= / indzix) dfj,{x). 

JOz 

Demonstration. Soient 1C' = sd{IC) et 1C" = sdf{lC) les premiere et deuxieme 
subdivisions barycentriques de 1C. Tout sommet v € est dans I’interieur 
d’un seul simplexe de /C. On note r](v) le barycentre de ce simplexe. Nous 
avons ainsi une application mesurable rj : IC"^ —> IC'^ qui engendre par linearite 
une application simpliciale 

V.\IC"\^\IC'\. 

Pour tout X G \1C"\ le point ri{x) est dans le meme simplexe que x de sorte que 
le chemin lineaire oriente Cx d’origine x et extremite ri{x) est bien defini. Ce 
chemin est de classe car la triangulation est de classe On note Z{x) 
le vecteur tangent a Cx en x. Ceci definit un champ de vecteurs tangents aux 
feuilles dont les singularites correspondent aux barycentres des simplexes de 1C, 
et on pent verifier facilement I’identite suivante: 

indz{cj) = (-l)d™- (4) 

ou indz{cf) designe I’indice de Z au barycentre de a. En effet Z pointe vers le 
barycentre de cr en tout point de I’interieur de cr. Par consequent — Z pointe 
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vers le barycentre de cr aux points interieurs des simplexes de 1C" transverses a 
tr. Le champ Z a done pour variete stable au point singulier a le simplexe cr. 
Mais il est bien connu que I’indice d’une telle singularite est egale a la parite 
de la dimension de sa variete stable. Ceci montre I’identite 0 . On complete la 
preuve du lemme en integrant I’identite 0 par rapport a □ 

Etape II 

Soit maintenant X un champ tangent /r-fini et a zeros isoles. Quitte a deformer 
legerement la triangulation 1C on pent supposer que Ox ne rencontre pas le 
(n — l)-squelette |/C"“^|. Ce champ determine done par restriction une (n — 1)- 
section de que nous notons gx- Pour tout n-simplexe a G muni de 
I’orientation induite par celle du feuilletage on a par definition: 

c(ff)(CT) = ^ indxix). 

En integrant sur /Cl"! I’identite ci-dessus on obtient: 

{c{gx)A)tJ. = 7; [ c{gx){cr) ■ l{a) dfi{a) = I indx{x) dfi{x) 

Considerons maintenant le champ Z de I’enonce du lemme EM Les cocycles 
d’obstruction c{gx) et c{gz,) sont cohomologues d’apres le theoreme Id.21 En 
appliquant la proposition EM on obtient: 

X(/C, fj.) = (c(5z), 1)^. = (c(5x), 1 )m = / indyi{x) dg{x). 

-1 


Etape III 

On conclut la preuve du theoreme par le lemme suivant: 

Lemme 4.9. Soit 1C une triangulation g,-finie de Alors: 

x{M,F,g) = x(/C,/r). 

Demonstration. La caracteristique d’Euler de {M, J-, g) est par definition I’ac- 
couplement de la classe d’Euler e{TiF) G H"’{M,Z) avec la classe de Ruelle- 
Sullivan [C^] G R). Rappelons que la classe d’Euler e{TiF) est le pull¬ 

back de la classe d’Euler universelle e„ G H"{BO{n)) par une application clas- 
sifiante f : M ^ BO{n) du fibre TT. II est bien connu que la classe e„ est la 
classe caracteristique au sens du MM du hbre universel en (n — l)-spheres: 

S"-i ^ E^(n) BO{n). 

Quitte a prendre une approximation simpliciale de / on a par la naturalite du 
cocycle d’obstruction ftheoreme KI.illl I’identite: 

r{en) = c{T^T,lC). 
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La classe feuilletee c(T^ K.) est representee par le cocycle d’obstruction c(X) G 
(7"(/C,Z) associe a un champ tangent /r-fini a zeros isoles X. Par consequent: 


X(M, T, m) = {e{TT), [C^]) = (c(X), 1)^ = x(/C, m) 
ce qui complete la preuve du lemme. 


□ 


4.7 Preuve du theoreme B 

L’implication (2)^(1) est la plus facile; c’est un corollaire du theoreme A. 
En effet soit X un champ tangent /r-fini a zeros isoles non degeneres, la non 
degenerescence d’un zero signifie que son indice local est ± 1 ; c’est le cas par 
exemple du champ tangent Z construit dans le lemme lOl Si /r(Ox) < e alors 
\x{M,T,^)\ < < £• Si pour tout e > 0 on pent trouver X verifiant cela, 

alors x(M, IF, = 0. 

Nous prouvons dans ce qui suit I’implication (1)=J>(2). On se fixe done 
un feuilletage mesure ergodique (M, iF, /i) a caracteristique d’Euler nulle, ainsi 
qu’une triangulation /r-finie 1C de 

Quelques notations et une proposition technique 

On supposera que (M, JF, p,) est munie d’une orientation et que les n-simplexes 
de /C sont munis de I’orientation induite. De cette fagon on pent voir toute n- 
cochaine comme une fonction borelienne c : —> R definie sur les n-simplexes 

non orientes. Pour tout borelien A C on notera 1a la cochaine qui vaut 1 
sur A et 0 partout ailleurs. Remarquons par exemple que le cocycle fondamental 
1 = On notera ||c|| = J \c\dfi la norme de la cochaine c. 

On commence par demontrer la proposition suivante: 

Proposition 4.10. Soit c G C"'(/C; Z) une n-cocycle dont toutes les valeurs non 
nulles sont ±1. Si (c, 1)^ = 0 alors il existe une suite de (n — l)-eoehaines rjr 
telle que 

lim ||c — drjrW = 0 . 


Preuve de la proposition 

Un chemin de n-simplexes est une suite cti ... tJfc de n-simplexes telle que Gi et 
(Ti+i ont une face principale commune pour tout i. Les (n — l)-faces tJi O Gi+i 
d’un chemin seront supposes munies de I’orientation induite par (Ti+i, qui est 
I’opposee de celle induite par ai. On remarque enfin que I’on peut voir I’ensemble 
des chemins comme un borelien de 

Soit c G C”(/C; Z) verifiant les conditions de I’enonce. Notons T+(c) et T_(c) 
les boreliens de /C^"^ sur lesquels c prend respectivement les valeurs -1-1 et — 1. 
Remarquons que puisque (c, 1)^ = 0 alors on a /r(T+(c)) = p,(T_(c)). On peut 
supposer que /j,(T+(c)) > 0 car dans le cas contraire il n’y a rien a prouver. 

Lemme 4.11. Pour p-presque tout a G T-{c) il existe un chemin de n-simplexes 
Gi.. .On tel que g = gi et Gu C T+(c). 
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Demonstration. Soient A+ et A- les satures de M formes par les feuilles de T 
qui rencontrent respectivement T+(c) et T-(c). Puisque ces deux boreliens sont 
de mesure positive et que la mesure /r est ergodique, le sature A+ n est de 
mesure totale, ce qui implique le lemme. □ 

On suppose que K. est definie par une famille de prismes nf {i € Ip) comme 
au o et on considere I’application borelienne naturelle i : —> In qui 

assigne a chaque n-simplexe de 1C I’indice du prisme auquel il appartient. On 
dira qu’un chemin ai .. .au C est de type a S si j(crz) = ai pour tout 1. 

Lemme 4.12. Deux chemins de meme type coincident ou sont disjoints. 

Demonstration. On raisonne par recurrence sur la longueur des chemins. Le 
resultat est evident pour les chemins de longueur 1. Supposons qu’il est vrai 
pour les chemins de longueur k — II a alors deux cas: 

a) Gif] ^ 0 , done g\ = g'^. Alors puisque deux faces principals d’un 

simplexe sont d’intersection non vide, on a (72 O (T 2 0 , done G 2 = g'^ et 

on conclut par I’hypothese de recurrence. 

b) Le meme raisonnement montre que g\ ^ g'i implique cr 2 7 ^ et on conclut 
comme precedemment que les deux chemins sont disjoints. 


□ 

Pour tout i G In on designe T±(c) = r±(c) O tt", le borelien des n-simplexes 
de T± de type i. On notera D{c) I’ensemble de tons les chemins reliant un 
n-simplexe de T-(c) a un n-simplexe de T+(c). Tout chemin de n-simplexes 
Gi .. .Gk G D(c) determine de fagon evidente une (n — l)-cochaine a support 
dans les faces du chemin et dont le cobord est 1^.^ — ■ En vertu du lemme 

precedent on pent recoller les cochaines correspondant aux chemins de meme 
type a = il.. .ik pour obtenir une cochaine borelienne dont le cobord est la 
n-cochaine - IrT(c)' 

On numerote de fagon arbitraire les types de chemins et on designe par 
a{c) = ii(c).. .ik{c) le premier type a tel que ||(iw^|| > 0, et on pose: 

c = c-dujl(^^y 

Lemme 4.13. Le cocycle c verifie les hypotheses de la proposition De 

plus on a: 

(t) T±(c) C T±(c); 

(a) a{c) > a{c). 

Demonstration. Par hypothese c = 1t+(c) ~ Oh aura alors: 

c = (1 t+(c) - 1t_(c)) - (lT^fc(‘=)(c) “ 
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ce qui montre que les seules valeurs non nulles de c sont ±1 et qui etablit la 
propriete (i). De plus d’apres la proposition ^21 on a (c, 1)^ = (c, 1)^ = 0. 

Par ailleurs on a: 

T_ (c) = T_ (c) - t!} (c) et T+ (c) = T+ (c) - (c) 

done il n’existe aucun chemin de D{c) de type a{c). La cochaine verifie 
alors = 0 , ce qui implique q;(c) > a{c) par definition. □ 

Definissons deux suites par recurrence: 

1 . Co = c et rjo = 

2. C 7 .-I-I = Cr = C dfjj^ et ?7r+l — Vr ^Q^Cr)* 

La proposition revient done a prouver: 

Lemme 4.14. linij-^oo ||cr|| = 0. 

Demonstration. On considere un chemin quelconque ai ... ak £ D{c) de type 
a. Puisque a{cr+i) > a(cr) il existe un r tel que a{cr) > a. En particulier 
Cr(o'i) = Cr{o) = 0. Par consequent I’ensemble CirT-icr) est compose seulement 
des fj £ T-{c) dont il ne part aucun chemin arrivant sur T-|_(c). Sa mesure est 
nulle d’apres le lemme \rn\ Par consequent: 

lim ||cr.|| = lim 2/r(T_(cr)) = 0. 

r—>00 r—^oc 


□ 


Fin de la preuve du theoreme B 

Soit Z un champ tangent /r-fini a zeros non degeneres. Quitte a faire une 
subdivision de /C puis a deformer un peu le champ Z on pent supposer que Tq et 
Ti ne rencontrent pas le (n — l)-squelette de K, et que tout n-simplexe contient 
tout au plus un zero de Z. Le champ Z determine alors une (n — l)-section gz 
du fibre en spheres T^iF dont le cocycle d’obstruction c{gz) ne prend que des 
valeurs ±1 et 0. De plus d’apres le theoreme A on a: 

0 = x(M, = I indz{x)dg{x) = {c{gz), 1 )/.- 

JOz. 

Le cocycle c = c{gz) verifie alors les conditions du lemme precedent, et il est 
done limite (pour la norme L^(/i)) d’une suite de cobords dujr. Mais d’apres la 
propriete ( 2 ) du theoreme i:L 2 l il existe pour chaque ujr une (n — l)-section gr de 
telle que ojr est la cochaine difference u;( 5 r, 9z))- Les cocyles d’obstruction 
c{gr) sont a valeurs dans {+1,0,—!} et nous avons limr^oo ||c( 5 r)|| = 0. En 
vertu du theoreme El on pent etendre gr en un champ tangent sans Zero au 
dessus des simplexes oil c{gr) s’annule. On pent I’etendre aussi par linearite au 
dessus des autres n-simplexes, mais admettant une singularite non degeneree 
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au barycentre du simplexe. Le resultat est une suite de champs tangents ^-finis 
Xr a zeros non degeneres qui verifie: 

lim ^(Ox^) < / \ind^^\diJL = lim ||c( 5 r.)|| = 0 
r^oo iOxr r^oo 

ce qui complete la preuve du theoreme B. 

4.8 Preuve du theoreme C 

Un feuilletage mesure (M, .F, fj.) (muni d’une triangulation /r) est hypercom¬ 
pact s’il possede une filtration compacte simpliciale, i.e. une suite croissante de 
boreliens simpliciaux a feuilles compactes Bn C M telle que M — UnBn est un 
sature /r-negligeable. Le resultat suivant est un corollaire facile du theoreme de 
Connes-Feldman-Weiss. Dans ^ le lecteur pourra en trouver une preuve: 

Proposition 4.15. Un feuilletage mesure est hypercompact si et seulement si 
il est moyennable. 

On se fixe un feuilletage mesure ergodique orientable (M, if, p) qui est moyennable 
et a caracteristique d’Euler nulle. On suppose qu’il est muni d’une triangulation 
/x-finie 1C, d’une filtration compacte simpliciale comme ci-dessus, et d’une 
(n — l)-section s de dont le cocycle d’obstruction c(s) est a valeurs dans 
{+1, 0, —1}. D’apres la preuve du theoreme A nous avons (c(s), 1 )^ = 0. 

Une nouvelle proposition technique 

Par des techniques analogues a cedes de la proposition 14. 101 on a: 

Proposition 4.16. Soit c € C'"(/C;Z) un n-cocycle dont toutes les valeurs 
non nulles sont ±1 et Bn une filtration compacte simpliciale de Si 

(c, 1 )^ = 0 alors il existe une suite de {n — l)-cochames pr telle que: 

(i) Pour tout r £ N /es cochaines rjr et rjr+i coincident sur Bj.; 

(a) limr^oo ||c - d?7r-|| = 0; 

Esquisse de demonstration. On definit des cochaines comme dans la preuve 
de la proposition QUI mais en considerant seulement les chemins Dr{c) C D{c) 
qui sont contenus dans un Br- On pent construire ainsi par une recurrence 
analogue une suite de cochaines a support dans Br+i — support y 

de sorte que la cochaine 

r +1 

??r+l = ^ 

coincide avec rjr sur Br+i- Enfin la propriete (ii) est prouvee par le meme 
argument en tenant compte que M — UrBr est /x-negligeable. □ 
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Fin de la preuve 

On se fixe Z et gz comme dans la preuve du theoreme B, et on applique le 
lemme au cocycle d’obstruction c{gz)- Nous avons une suite de cochaines 
r]r qui par la propriete (2) convergent sur tons les simplexes de Ur-Bj., i.e. sur g,- 
presque tout simplexe. Puisque les cocycles dijr sont a valeurs +1, 0 ou —1, leur 
norme L^{g) est bornee par qui est finie par hypothese. Le theoreme 

de la convergence dominee de Lebesgue implique alors: 

\\dg-c{gz)\\ = lim Wdgr - c[gz)\\ = 0 

r—»-oo 

oil 77 est la cochaine limite des rjr- On a alors dg = c{gz) sur /x-presque tout 
n-simplexe. Le theoreme I^Jlgarantit alors I’existence d’une section de de 
classe MC^. 

4.9 Preuve du theoreme D 

Comme dit dans I’introduction, il nous reste a prouver (1)=^(3). 

4.9.1 Les nombres de Betti feuilletes 

Soit (M, T, g) un feuilletage mesure ergodique muni d’une triangulation /i-finie 
/C. Pour chaque p-simplexe cr S on considere le groupe des p-cochaines de 
carre integrable 

de la feuille K.cr de 1C contenant a. La famille {C'^^^(lCc)}a^K° est un champ 
d’espaces de Hilbert au dessus de KP au sens de [HI- L’integrale de Hilbert: 

42) (4= r 

s’identifie naturellement au sous-espace des p-cochaines mesurables a carre integrable 
C^ 2 ^{IC,g) = L^(ICP^,g) (voir 0 0 E|)- A tout sous-espace ferme H C 
C'(^)(/C,p,) on associe un nombre positif 

dim^(iJ) e [0,-l-cx)] 

appele la dimension de Murray-von Neumann de H qui depend de la mesure g 
et qui verifie les proprietes naturelles suivantes: 

i) dim^(iJ) = 0 si et seulement si = 0; 

ii) dim^(iLi 0 iJ2) = dim^(iLi) 0 dim^(iL2); 
hi) dim^(C'(”)(/C,p)) = g{lC^^1) = c„(/C,/i). 
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Definition 4.17. On definit le n-ieme nombre de Betti de JC relatif a ^ par 

oil est I’espace des n-cochaines harmoniques de C'^j(Ar), i.e. le noyau 

de I’operateur d + d*. 

La preuve du resultat suivant est elementaire compte tenu des proprietes (ii) 
et (iii) de dim^ et de la decomposition de Hodge de I’espace (^) rapport 
a I’operateur d: 

Proposition 4.18. Si K, est une triangulation ^-finie alors on a: 

OO 

n—0 


4.9.2 L’isomorphisme de de Rham-Hodge 

Soit (L, g) une variete de Riemann a geometrie bornee et soit ICl une triangula¬ 
tion g-hornee dans le sens ou le diametre et le volume des simplexes maximaux 
de ICl sont bornes superieurement et inferieurement. On suppose aussi que les 
coordonnees barycentriques sont bornees. Le resultat suivant est du a Dodziuk: 

Theoreme 4.19 (ESI). Sous les conditions ci-dessus on a des isomorphismes 
d’espaces de Hilbert: 


nnL,g) = nl,^iiCL) (p = o,...,n) 

ou 'liP{L^g) est I’espace des p-formes harmoniques de carre integrable de {L,g). 

Supposons maintenant que (M, IF, p) est un feuilletage mesure ergodique 
de dimension deux. Une metrique de Riemann sur (M, J-) est une famille 
{ffil-L G J-} de metriques de Riemann sur les feuilles de T. Les metriques seront 
supposees, comme tous les objets jusqu’a maintenant, de classe BC° ou MC°. 
Une metrique de Riemann est dite a geometrie bornee si toutes les metriques 
gL sont a geometrie bornee. Les bornes peuvent dependre de la feuille. 

La preuve du resultat suivant est tres facile en dimension deux, cas dont 
nous avons besoin. Le lecteur pourra en trouver une esquisse dans @] II est 
tout de meme valable en dimension quelconque et la preuve peut etre faite en 
adaptant cede de m 

Proposition 4.20. Soit un feuilletage mesure muni d’une metrique 

de Riemann g de classe MC^, geometrie bornee et volume p-fini. Alors il existe 
une triangulation p-finie 1C de qui est g-bornee en restriction a chaque 

feuille. 
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4.9.3 Fin de la preuve 

On se fixe une metrique de Riemann g de classe MC'^, a geometrie bornee et 
de volume sur un feuilletage mesure de dimension deux ainsi 

qu’une triangulation K, comme celle de la proposition precedente. Supposons 
enfin que = 0- Nous devons conclure que g est une 

metrique de Riemann parabolique en restriction a /i-presque toute feuille de T. 

Puisque g est ergodique, on a deux alternatives: 

1 . /i est concentre sur une feuille compacte; 

2. L’ensemble des feuilles compactes est ^-negligeable. 

Le premier cas est trivial car reduit le feuilletage a la feuille compacte en 
question, pour qui le theoreme D est bien connu. On suppose done qu’on est 
dans le deuxieme cas. Les feuilles etant /i-presque toutes non compactes, et 
compte tenu du fait qu’une surface de Riemann non compacte a geometrie 
bornee ne possede pas de z-formes harmoniques de carre integrable pour i = 0,2, 
nous avons: 

0 = = -&i(/C,/i) = - dim^ ^(2) (^) 

Or I’integrale de Hilbert: 

^( 2 )(^)= r nl^iic,)dgix) 

Jic° 

est nulle si et seulement si /i-presque tous les sont nuls. D’apres le 

theoreme de Dodziuk on a Ti}{L,g) = 0 pour /i-presque toute feuille L. Mais 
la feuille L etant non compacte, son revetement universel est conformement 
equivalent au plan euclidien C ou au plan hyperbolique H. Mais il est bien connu 
(voir par exemple ^21) que dans le deuxieme cas nous aurons Ti} (L, g) ^ 0. Nous 
sommes done dans le premier cas, ce qui complete la preuve du theoreme D. 
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